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Risultati fondamentali
Definizione
Se f : I → R, x0 ∈ I e` detto punto di massimo relativo per
f se esiste δ > 0 tale per cui ]x0 − δ, x0 + δ[ ⊂ I e per ogni x ∈
]x0 − δ, x0 + δ[ si ha f(x0) ≥ f(x).
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Risultati fondamentali
Definizione
Se f : I → R, x0 ∈ I e` detto punto di massimo relativo per
f se esiste δ > 0 tale per cui ]x0 − δ, x0 + δ[ ⊂ I e per ogni x ∈
]x0 − δ, x0 + δ[ si ha f(x0) ≥ f(x).
x0 e` un minimo relativo per f se x0 e` massimo relativo per −f.
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Teorema di Fermat
Se f : I → R e` una funzione derivabile in x0 massimo relativo per f .
Se x0 e` interno al I allora f
′(x0) = 0.
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Teorema di Fermat
Se f : I → R e` una funzione derivabile in x0 massimo relativo per f .
Se x0 e` interno al I allora f
′(x0) = 0.
Figura 1: Pierre de Fermat (17 agosto 1601 - 12 gennaio 1665)
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Dimostrazione. Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ .
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Dimostrazione. Fissiamo x ∈ ]x0 − δ, x0 + δ[ . Il segno della frazione:
f(x)− f(x0)
x− x0
e` positivo se x < x0 ed e` negativo per x > x0.
Pertanto:
f ′+(x0) = lim
x→x+0
f(x)− f(x0)
x− x0 ≤ 0,
f ′−(x0) = lim
x→x−0
f(x)− f(x0)
x− x0 ≥ 0
L’ipotesi di derivabilita` implica
f ′+(x0) = f
′
−(x0) = f
′(x0) =⇒ f ′(x0) = 0.
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Teorema di Rolle
Se f : [a, b]→ R e` una funzione continua su [a, b] e derivabile in ]a, b[ e
se f(a) = f(b), esiste almeno un elemento x ∈ ]a, b[ tale che f ′(x) = 0
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Figura 2: Fermat/Rolle
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Figura 3: Fermat/Rolle
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Dimostrazione.
Se f non e` una funzione costante, caso in cui la tesi segue banalmente,
possiamo supporre che f assuma, ad esempio massimo assoluto, in un
punto interno xM ∈ ]a, b[, ma in tale punto, sappiamo dal Teorema di
Fermat che f ′(xM) = 0.
9/22 Pi?
22333ML232
Teorema di Lagrange
Se f : [a, b]→ R e` una funzione continua su [a, b] e derivabile in ]a, b[
si ha che esiste un elemento ξ ∈ ]a, b[ tale che:
f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a);
Figura 4: Giuseppe Lodovico La Grangia (gallicizzato Lagrange) Torino 1736 - Parigi,
1813
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Dimostrazione:
Si consideri la funzione ϕ(x), definita per x ∈ [a, b] da:
ϕ(x) = (f(b)− f(a))x− (b− a) f(x).
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Dimostrazione:
Si consideri la funzione ϕ(x), definita per x ∈ [a, b] da:
ϕ(x) = (f(b)− f(a))x− (b− a) f(x).
Si vede che ϕ(b) = ϕ(a), quindi esiste, per il teorema di Rolle un
elemento ξ ∈ ]a, b[ tale che ϕ′(ξ) = f(b)− f(a)− (b− a) f ′(ξ) = 0.
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Teorema di Cauchy
Se f, g : [a, b]→ R sono funzioni continue su [a, b] e derivabili in ]a, b[
si ha che esiste un elemento ξ ∈ ]a, b[ tale che:
[f(b)− f(a)] g′(ξ) = [g(b)− g(a)] f ′(ξ)
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Basta prendere:
ϕ(x) = (f(b)− f(a)) g(x)− (g(b)− g(a)) f(x).
e verificare che ϕ(a) = ϕ(b)
16/22 Pi?
22333ML232
Basta prendere:
ϕ(x) = (f(b)− f(a)) g(x)− (g(b)− g(a)) f(x).
e verificare che ϕ(a) = ϕ(b)
Il teorema puo` essere enunciato anche in questo modo
Se f, g : [a, b]→ R sono funzioni continue su [a, b] e derivabili in ]a, b[
e se g′(x) 6= 0 per ogni x ∈ ]a, b[ si ha che esiste un elemento ξ ∈ ]a, b[
tale che:
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =
f ′(ξ)
g′(ξ)
.
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Teorema della monotonia e segno
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Teorema della monotonia e segno
Se f ′(x) > 0, per ogni x ∈ I allora f e` strettamente crescente in I.
Siano x1, x2 ∈ I con x1 < x2. Per il Teorema di Lagrange sappiamo
che esiste x ∈ ]x1, x2[ tale che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1)
Per ipotesi f ′(x) > 0, d’altra parte anche x2 − x1 > 0, quindi
f(x2) > f(x1)
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Abbiamo cos`ı il metodo per la ricerca dei massimi e minimi relativi
di una funzione derivabile. Infatti:
18/22 Pi?
22333ML232
Abbiamo cos`ı il metodo per la ricerca dei massimi e minimi relativi
di una funzione derivabile. Infatti:
f ′(x) > 0 per x > x0, f ′(x) < 0 per x < x0 ⇒ x0 minimo relativo
18/22 Pi?
22333ML232
Abbiamo cos`ı il metodo per la ricerca dei massimi e minimi relativi
di una funzione derivabile. Infatti:
f ′(x) > 0 per x > x0, f ′(x) < 0 per x < x0 ⇒ x0 minimo relativo
f ′(x) < 0 per x > x0, f ′(x) > 0 per x < x0 ⇒ x0 massimo relativo
19/22 Pi?
22333ML232
Teorema della derivata nulla
Se f ′(x) = 0 per ogni x ∈ I, allora f e` costante.
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Teorema della derivata nulla
Se f ′(x) = 0 per ogni x ∈ I, allora f e` costante.
Dimostrazione.
Si ha, per il teorema di Lagrange, che:
f(x2)− f(x1) = f ′(x) (x2 − x1) = 0
dunque f e` costante.
Corollario
Se f ′(x) = g′(x) per ogni x ∈ I, allora esiste un numero reale c tale
per cui
f(x) = g(x) + c.
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Esempio di determinazione di massimi e minimi
Sia f(x) = x2 ex.
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Esempio di determinazione di massimi e minimi
Sia f(x) = x2 ex. Si ha:
f ′(x) = 2xex + x2 ex = x(2 + x) ex > 0⇔ x < −2 e x > 0
!2 0
""""""""" """""""""!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
xm = 0 e` minimante. Il valore dell’estremo e` f(0) = 0
xM = −2 e` massimante il valore dell’estremo e` f(−2) = 4e−2
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Figura 5: f(x) assi non monometrici
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Problema. Dimostrare, usando il Teorema di Rolle, che l’equazione
5x4 − 4x+ 1 = 0 ha una radice in [0; 1].
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Problema. Dimostrare, usando il Teorema di Rolle, che l’equazione
5x4−4x+ 1 = 0 ha una radice in [0; 1]. Poniamo f(x) = x5−2x2 +x.
Allora f(0) = f(1) = 0 cos`ı per Rolle esiste c ∈]0; 1[ tale che f ′(c) =
5c4 − 4c+ 1 = 0.
